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1. Resumen

El artículo propone y analiza un modelo matemático continuo que describe la transmisión de la enfermedad denominada
Toxoplasmosis, tanto en poblaciones de humanos como de gatos. Se exploran las dinámicas de la enfermedad usando
un modelo tipo epidemiológico; en este modelo, los gatos juegan un rol de agentes infecciosos y huéspedes de parásito
de la Toxoplasmosis. Las dinámicas cualitativas del modelo son determinadas por Ro, denominado número básico de
reproducción. Si Ro < 1 entonces la solución converge al punto de equilibrio libre de enfermedad; por el contrario, si
Ro > 1 la convergencia es al punto de equilibrio endémico.

2. Introducción

La transmisión de la Toxoplasmosis ocurre cuando un animal ingiere tejido infectado, esta también puede ocurrir a
través de la ingesta de alimentos contaminados con partes de algunos animales. El gato es considerado un vector de
transmisión de la enfermedad, pues en algunas pequeñas islas donde no hay gatos, la prevalencia de la Toxoplasmosis
resulta ser nula. Los ooquistes liberados en las heces de gatos contaminados contaminan el ambiente, incluyendo
vegetales y otros tipos de comida lo cual lleva a que el Toxoplasma Gondii -el protozoo parásito- se adquiera por via
oral.

3. Problema

Los autores del artículo se plantean proponer un modelo que permita entender el comportamiento dinámico global de
la Toxoplasmosis en poblaciones humanas y de gatos, para esto, desarrollan un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales, el cual consiste en un modelamiento de las interacciones entre los individuos susceptibles e
infecciosos de las dos especies, asumiendo que la transmisión horizontal de la enfermedad en humanos es solo a través
del contacto con gatos infectados, y la transmisión vertical se da tanto en gatos como en humanos.

4. Modelo matemático

En el modelo, la población humana se divide en tres clases o subpoblaciones: susceptibles Sh(t), infectados Ih(t) y
controlados Ch(t), y los gatos en dos clases, susceptibles Sc(t) e infectados Ic(t)

La transmisión es modelada con una tasa de incidencia clásica, aunque puede ser modelada usando otro tipo, como
una polinómica. En cuanto a la transmisión vertical, en los humanos es asumida con probabilidad 1. En la población
de gatos es asumido que, un gato nacido de otro infectado tiene una probabilidad pc de no estar infectado. Además,
asumen que tanto la población de gatos como de humanos es constante, lo cual es razonable en algunos contextos donde
los nacimientos están aproximadamente balanceados con las muertes naturales y por cortos periodos de tiempo.
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El modelo se desarrolla bajo las siguientes hipótesis:

1. La población total de humanos Nh(t) está dividida en tres subpoblaciones

a) Susceptibles Sh(t): humanos que pueden ser infectados
b) Infectados Ih(t): humanos infectados con el parásito Toxoplasma Gondii
c) Controlados Ch(t): humanos que han sido tratados por la Toxoplasmosis.

2. La población total de gatos Nc(t) está dividida en dos subpoblaciones:

a) Susceptibles Sc(t): gatos que pueden ser infectados
b) Infectados Ic(t): gatos infectados con e parásito Toxoplasma Gondii

3. Un humano susceptible puede ser infectado a través de un contacto efectivo directo o indirecto con un gato
infectado, y transitar a la subpoblación infectada Ih(t). Un humano infectado transita a la subpoblación
controlada Ch(t) a una tasa γ

4. Un gato susceptible puede ser infectado a través de un contacto efectivo con un gato infectado y transitar a la
subpoblación infectada Ic(t). Un gato nunca se recupera de la infección

5. Se asume que tanto la tasa de nacimientos de gatos como de humanos son iguales a sus tasas naturales de
muerte. Por lo tanto, se asume un tamaño de población constante.

6. Todos los miembros de las subpoblaciones susceptibles Sh(t) y Sc(t) tienen la misma probabilidad de ser
infectados

7. La transmisión vertical es asumida en la población humana, pero en la población de gatos se asume que
ocurre con una probabilidad de [1− pc] donde Pc es la probabilidad de que un gato susceptible nazca de uno
infectado.

La población total de humanos se denota como

Nh(t) = Sh(t) + Ih(t) + Ch(t)

Y la población total de gatos se denota como

Nc(t) = Sc(t) + Ih(t)

Por tanto, bajo las hipótesis anteriormente expuestas, el modelo dinámico de la Toxoplasmosis para las poblaciones
humana y gatuna está dado analíticamente por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden no lineales:

Ṡh(t) = µhCh − βhSh
Ic
Nc

İh(t) = βhSh
Ic
Nc
− γIh

Ċh(t) = γIh − µhCh

Ṡc(t) = µcIcpc − βcSc
Ic
Nc

İc(t) = βcSc
Ic
Nc
− µcIcpc

(1)

5. Análisis de estabilidad del modelo

Los autores analizan dinámicamente el modelo para investigar la existencia y estabilidad de su equilibrio asociado. Este
análisis permite estudiar diferentes escenarios acerca de la propagación de la Toxoplasmosis en la población humana
causada por el contacto directo o indirecto con gatos infectados.
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5.1. Modelo a escala

Los autores definen las siguientes razones para escalar las poblaciones del modelo:

X(t) =
Sh(t)

Nh(t)

Y (t) =
Ih(t)

Nh(t)

Z(t) =
Ch(t)

Nh(t)

A(t) =
Sc(t)

Nc(t)

B(t) =
Ic(t)

Nc(t)

(2)

En consecuencia, combinando las ecuaciones de 1 y 2 se tiene que:

Ẋ(t) = µhZ(t)− βhX(t)B(t)

Ẏ (t) = βhX(t)B(t)− γY (t)

Ż(t) = γY (t)− µhZ(t)
Ȧ(t) = µcpcB(t)− βcA(t)B(t)

Ḃ(t) = βcA(t)B(t)− µcpcB(t)

(3)

A modo de ejemplo, se muestra a continuación cómo se obtiene Ẋ(t):

X(t) =
Sh(t)

Nh(t)

Ẋ(t) =
Ṡh(t)Nh(t)− Sh(t)Ṅh(t)

N2
h(t)

Ya que el tamaño de la población es constante, Ṅh(t) = 0 por tanto:

Ẋ(t) =
Ṡh(t)Nh(t)

N2
h(t)

Reemplazando Ṡh(t) y simplificando se obtiene:

Ẋ(t) =
[µhCh − βhSh IcNc

]

Nh(t)

Sustituyendo Z(t), X(t) y B(t) por sus equivalencias correspondientes, se obtiene finalmente:

Ẋ(t) = µhZ(t)− βhX(t)B(t) (4)

Ya que las poblaciones totales de gatos y humanos han sido normalizadas a la unidad, se obtienen también las siguientes
ecuaciones:

Z(t) = 1−X(t)− Y (t)

B(t) = 1−A(t)
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Por tanto, el nuevo sistema simplificado de ecuaciones diferenciales queda de la siguiente manera:

Ẋ(t) = µh(1−X(t)− Y (t))− βhX(t)(1−A(t))
Ẏ (t) = βhX(t)(1−A(t))− γY (t)

Ȧ(t) = µcpc(1−A(t))− βcA(t)(1−A(t))
(5)

5.2. Puntos de equilibrio del modelo

Se denotan como (X∗, Y ∗, A∗) los puntos de equilibrio del sistema, i.e. los estados estacionarios donde Ẋ(t) = 0,
Ẏ (t) = 0 Ȧ(t) = 0 para todo t > t0. Por tanto, de la última ecuación de refE5 se obtiene:

µcpc(1−A(t))− βcA(t)(1−A(t)) = 0

(µcpc − βcA(t))(1−A(t)) = 0
(6)

Así que se obtienen dos puntos de equilibrio:

A∗
1 = 1 (7)

A∗
2 =

µcpc
βc

(8)

Si se remplaza 7 en 6 se obtiene:

βhX(t)(1− 1)− γY (t) = 0 (9)
Y ∗
1 = 0 (10)

Y de la primera ecuación de 5 se obtiene:

µh(1−X(t)− 0)− βhX(t)(1− 1) = 0 (11)
X∗

1 = 1 (12)

Por lo tanto, se obtiene el punto libre de enfermedad como (X∗
1 , Y

∗
1 , Z

∗
1 ) = (1, 0, 1). Recibe este nombre pues Y=0, y

Y representa la proporción de personas infectadas, así que I=0

Por otro lado, si se toma la primer ecuación de 5, se obtiene

Y ∗
2 =

βhX
∗(1−A∗

2)

γ
(13)

que remplazando en la primera ecuación de 5

X∗
2 =

µhγ

γµh + βh(1−A∗
2)(µh + γ)

(14)

lo cual significa que Y ∗
2 es

Y ∗
2 =

µhβh(1−A∗
2)

γµh + βhµh(1−A∗
2) + βhγ(1−A∗

2)
(15)

Por lo tanto, se obtiene el punto endémico con coordenadas (X∗
2 , Y

∗
2 , A

∗
2)

5.3. Análisis de estabilidad

A continuación se calcula el Jacobiano del sistema 5 evaluado en (X∗, Y ∗, A∗), y se obtiene la siguiente matriz:

J(X∗, Y ∗, A∗) =

[−µh − βh(1−A∗) −µh βhX
∗

βh(1−A∗) −γ −βhX∗

0 0 −µcpc − βc + 2βcA
∗

]
(16)
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5.3.1. Punto libre de enfermedad (X∗
1 , Y

∗
1 , Z

∗
1 )

En ausencia de infección (Ih = 0) el modelo descrito por 5 tiene el punto libre de enfermedad F ∗
1 = (X∗

1 , Y
∗
1 , A

∗
1) y

evaluando el Jacobiano J(F ∗
1 ) se obtiene:

J(F ∗
1 ) =

[−µh −µh βh
0 −γ −βh
0 0 βc − µcpc

]
(17)

La estabilidad del punto de equilibrio F ∗
1 se determina por medio de los valores propios de J(F ∗

1 ). El punto de equilibrio
libre de enfermedad F ∗

1 es localmente asintóticamente estable si la parte real de todos los valores propios es negativa.

A continuación se muestran las instrucciones en Matlab usadas para calcular los valores propios de J(F ∗
1 ):

1 syms mu_h b e t a _ h gama b e t a _ c mu_c p_c
JF1 = [−mu_h −mu_h b e t a _ h ; 0 −gama −b e t a _ h ; 0 0 be t a_c−mu_c∗p_c ]

3 e i g ( JF1 )

Listing 1: Obtención de valores propios para J(F ∗
1 )

Los valores propios de J(F ∗
1 ) calculados con Matlab son:

[ −γ
−µh

βc − µcpc

]
(18)

Por tanto, todos son negativos si

βc < µcpc (19)

Por consiguiente, si se define

Ro =
βc
µcpc

< 1 (20)

el punto libre de enfermedad F ∗
1 es localmente asintóticamente estable para Ro<1 e inestable para Ro > 1

5.3.2. Punto endémico (X∗
2 , Y

∗
2 , Z

∗
2 )

En presencia de infección (Ih 6= 0) se obtiene el siguiente Jacobiano J(E∗
2 ) con E∗

2 = (X∗
2 , Y

∗
2 , A

∗
2):

J(E∗
2 ) =

 L −µh βhγ
H

−µh − L −γ −βhγ
H

0 0 M

 (21)

donde:

H = γµh + (µh + γ)βh(1−
1

Ro
)

K = µhβh(1−
1

Ro
)

L = −µh − βh(1−
1

Ro
)

M = −µcpc − βc +
2βc
Ro

(22)

A continuación se muestran las instrucciones en Matlab usadas para calcular los valores propios de J(E∗
2 )

5
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1 syms L H M
JE2 = [ L −mu_h (− b e t a _ h ∗gama ) /H;−mu_h−L −gama (− b e t a _ h ∗gama ) /H; 0 0 M]

3 e i g ( JE2 )

Listing 2: Obtención de valores propios para J(E∗
2 )

Los valores propios de J(E∗
2 ) calculados con Matlab son: M
L
2 −

γ
2 − (L2 + 2 ∗ L ∗ γ + 4 ∗ L ∗ µh + γ2 + 4 ∗ µ2

h)
1
2 /2

βc − µcpc

 , (23)

dichos valores propios son λ1 =M y los otros dos valores λ2, λ3 son las soluciones del polinomio

λ2 − λ(L− γ) + µh(µh − L)− Lγ = 0 (24)

Ahora, la ecuación 24 tiene soluciones negativas si L− γ < 0 y µh(µh − L)− Lγ > 0. De hecho, usando 22

−γ + L = −γ − µh − βh
(
1− 1

Ro

)
< 0,

ya que R0 > 1, y

µh

[
µh + µh + βh

(
1− 1

Ro

)]
+

[
µh + βh

(
1− 1

Ro

)]
γ

Por lo tanto, si R0 = βc

µcPc
, entonces se concluye que el punto endémico es estable asintóticamente.

6. Simulaciones numéricas del modelo

En esta sección el artículo simula diferentes escenarios con el objetivo de observar el efecto que algunos parámetros
relevantes tienen sobre las dinámicas de la toxoplasmosis en poblaciones de humanos y gatos. Esto es importante desde
un punto de vista epidemiológico pues permite obtener las mejores estrategias para abordar la enfermedad.

Los primeros dos escenarios son computados para verificar la consistencia dinámica entre los resultados teóricos
expuestos anteriormente y las simulaciones numércias del modelo. Un escenario es el punto libre de enfermedad Ro < 1
y el otro es el punto endémico Ro > 1

Otro escenario es simulado variando el parámetro de transmisión vertical entre gatos pc Esta simulación numérica
permite observar el efecto de este parámetro en las dinámicas de la transmisión de la toxoplasmosis en poblaciones de
gatos y humanos.

Para las simulaciones numéricas se tomó como condición inicial los siguientes valores:

X(0) = 0,5253, Y (0) = 0,47 y Ac(0) = 0,45

Es decir, el 52.53 % de la población de humanos es susceptible de contraer la enfermedad, el 47 % de los humanos está
infectado y el 45 % de la población de los gatos también es susceptible de contraer la enfermedad.

Estos datos fueron tomados de estudios realizados en Chile, Colombia, especialistas en zootecnia y otros artículos de
Toxoplasmosis

Parámetro Valores
µh 0.233
βh 0.0206
µc 0.066
pc 0.01
γ 0.000232

Cuadro 1: Parametros del modelo
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donde
γ: tasa a la que los humanos infectados Ih(t) transitan a los humanos controlados Ch(t)

Pc: probabilidad de que un gato susceptible nazca de uno infectado

µc, βc: parámetros de la tasa de nacimiento de gatos

µh, βh: parámetros de la tasa de nacimientos de humanos

6.1. Punto libre de enfermedad

Se supone un valor para βc tal que R0 < 1, como era de esperarse de los resultados teóricos anteriormente mostrados,
el sistema se aproxima al punto de equilibrio libre de enfermedad es (X∗

1 , Y
∗
1 , Z

∗
1 ) = (1, 0, 1).

Figura 1: Diferencia dinámica de la subpoblación, con βc = 0,00066, γ = 0,000232 y R0 = 0,909. (X∗
1 , Y

∗
1 , Z

∗
1 ) =

(1, 0, 1)

Figura 2: Diferencia dinámica de la subpoblación, con βc = 0,0008, γ = 0,000232 y R0 = 1,2121.
(X∗

1 , Y
∗
1 , Z

∗
1 ) =(0.0603, 0.9386, 0.825)

Figura 3: Diferencia dinámica de la subpoblación, con βc = 0,0008, γ = 0,000232, pc = 0,0001 y R0 = 121,21.
(X∗

1 , Y
∗
1 , Z

∗
1 )=(0.0112, 0.9878, 0.00825)

Aquí se supone un valor para βc tal que R0 > 1, y como se esperaba, el sistema se aproxima al punto de equilibrio
(X∗, Y ∗, Z∗) = (0,0602, 0,9388, 0,8246).

En el caso en el cual βc = 0,0008 y pc = 0,0001 el sistema se aproxima al punto de equilibrio endémico
(X∗, Y ∗, Z∗) = (0,0112, 0,9878, 0,00825). Se resalta que en este punto se tienen más gatos y humanos infecta-
dos en estado estacionario, lo cual era de esperarse, dado que la alta transmisión vertical implica por un lado fácil
transmisión de la enfermedad entre generaciones de gatos y por el otro como hay más gatos infectados, mayor será la
trasmisión a los humanos.

7. Conclusiones

El paper estudia la estabilidad de los estados estacionarios del sistema y encuentra que el número basico de reproducción
Ro controla completamente las dinámicas de la infección. Este parámetro debe ser considerado como una medida de la

7



USA MMA - 25 DE OCTUBRE DE 2019

capacidad de los gatos para trasmitir Toxoplasmosis. En el paper se prueba que Ro es un valor límite que determina
completamente las dinámicas globales y el resultado de la enfermedad. Si el parámetro umbral Ro<1, entonces la
solución converge al punto de equilibro libre de enfermedad. Por el contrario, si Ro>1 la convergencia es al punto de
equilibrio endémico.

Referencias

González-Parra, G. C., Arenas, A. J., Aranda, D. F., Villanueva, R. J., & Jódar, L. (2009). Dynamics of a model of
Toxoplasmosis disease in human and cat populations. Computers & Mathematics with applications, 57(10), 1692-1700.
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8. Apéndice

1 %SIR model f o r endemic d i s e a s e s
%D i s e a s e f r e e p o i n t−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

3 %Model p a r a m e t e r s
muh = 0 . 2 3 3 ;

5 b e t a h = 0 . 0 2 0 6 ;
muc = 0 . 0 6 6 ;

7 pc = 0 . 0 1 ;
gama = 0 . 0 0 0 2 3 2 ;

9 b e t a c = 0 . 0 0 0 6 0 ;

11 %i n i t i a l Va lues
X0 = 0 . 5 2 5 3 ; %Humanos s u s c e p t i b l e s

13 Y0 = 0 . 4 7 ; %Humanos i n f e c t a d o s
A0 = 0 . 4 5 ; %Gatos s u s c e p t i b l e s

15 X1=[X0 ; Y0 ; A0 ] ;

17 SIRendemic_rhs = @( t , Xt ) . . .
[ muh∗(1−Xt ( 1 )−Xt ( 2 ) )−b e t a h ∗Xt ( 1 ) ∗(1−Xt ( 3 ) ) ; . . .

19 b e t a h ∗Xt ( 1 ) ∗(1−Xt ( 3 ) )−gama∗Xt ( 2 ) ; muc∗pc∗(1−Xt ( 3 ) )−b e t a c ∗Xt ( 3 ) ∗(1−Xt ( 3 ) ) ] ;
T=150000; %a os p a r a l a s i m u l a c i o n

21 [ t ime ,X]= ode45 ( SIRendemic_rhs , [ 0 , T ] , X1 ) ;
s u b p l o t ( 3 , 1 , 1 ) ;

23 p l o t ( t ime ,X( : , 1 ) , ’ r−’ , ’ LineWidth ’ , 2 )
ho ld on

25 p l o t ( t ime ,X( : , 2 ) , ’g−−’ , ’ LineWidth ’ , 2 )
p l o t ( t ime ,X ( : , 3 ) , ’k−. ’ , ’ LineWidth ’ , 2 )

27 t i t l e ( ’ D i s e a s e f r e e p o i n t ’ )
l e g e n d ( ’ Humanos s u s c e p t i b l e s ’ , ’ Humanos i n f e c t a d o s ’ , ’ Gatos s u s c e p t i b l e s ’ )

29
%Endemic p o i n t−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

31 b e t a c = 0 . 0 0 0 8 ;
SIRendemic_rhs = @( t , Xt ) . . .

33 [ muh∗(1−Xt ( 1 )−Xt ( 2 ) )−b e t a h ∗Xt ( 1 ) ∗(1−Xt ( 3 ) ) ; . . .
b e t a h ∗Xt ( 1 ) ∗(1−Xt ( 3 ) )−gama∗Xt ( 2 ) ; muc∗pc∗(1−Xt ( 3 ) )−b e t a c ∗Xt ( 3 ) ∗(1−Xt ( 3 ) ) ] ;

35 [ t ime ,X]= ode45 ( SIRendemic_rhs , [ 0 , T ] , X1 ) ;

37 s u b p l o t ( 3 , 1 , 2 ) ;
p l o t ( t ime ,X ( : , 1 ) , ’ r−’ , ’ LineWidth ’ , 2 )

39 ho ld on
p l o t ( t ime ,X ( : , 2 ) , ’g−−’ , ’ LineWidth ’ , 2 )

41 p l o t ( t ime ,X( : , 3 ) , ’k−. ’ , ’ LineWidth ’ , 2 )
t i t l e ( ’ Endemic P o i n t ’ )

43 l e g e n d ( ’ Humanos s u s c e p t i b l e s ’ , ’ Humanos i n f e c t a d o s ’ , ’ Gatos s u s c e p t i b l e s ’ )

45 %High v e r t i c a l t r a n s m i s s i o n i n c a t p o p u l a t i o n−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
b e t a c = 0 . 0 0 0 8 ;

47 pc = 0 . 0 0 0 1 ;
SIRendemic_rhs = @( t , Xt ) . . .

49 [ muh∗(1−Xt ( 1 )−Xt ( 2 ) )−b e t a h ∗Xt ( 1 ) ∗(1−Xt ( 3 ) ) ; . . .
b e t a h ∗Xt ( 1 ) ∗(1−Xt ( 3 ) )−gama∗Xt ( 2 ) ; muc∗pc∗(1−Xt ( 3 ) )−b e t a c ∗Xt ( 3 ) ∗(1−Xt ( 3 ) ) ] ;

51 [ t ime ,X]= ode45 ( SIRendemic_rhs , [ 0 , T ] , X1 ) ;

53 s u b p l o t ( 3 , 1 , 3 ) ;
p l o t ( t ime ,X ( : , 1 ) , ’ r−’ , ’ LineWidth ’ , 2 )

55 ho ld on
p l o t ( t ime ,X ( : , 2 ) , ’g−−’ , ’ LineWidth ’ , 2 )

57 p l o t ( t ime ,X( : , 3 ) , ’k−. ’ , ’ LineWidth ’ , 2 )
t i t l e ( ’ High v e r t i c a l t r a n s m i s s i o n i n c a t p o p u l a t i o n ’ )

59 l e g e n d ( ’ Humanos s u s c e p t i b l e s ’ , ’ Humanos i n f e c t a d o s ’ , ’ Gatos s u s c e p t i b l e s ’ )

Listing 3: Programación para la solución de las ecuaciones del sistema simplificado
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