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1. Resumen

El articulo propone y analiza un modelo matemadtico continuo que describe la transmisién de la enfermedad denominada
Toxoplasmosis, tanto en poblaciones de humanos como de gatos. Se exploran las dindmicas de la enfermedad usando
un modelo tipo epidemioldgico; en este modelo, los gatos juegan un rol de agentes infecciosos y huéspedes de parasito
de la Toxoplasmosis. Las dindmicas cualitativas del modelo son determinadas por R,, denominado niimero bdsico de
reproduccion. Si R, < 1 entonces la solucién converge al punto de equilibrio libre de enfermedad; por el contrario, si
R, > 1 la convergencia es al punto de equilibrio endémico.

2. Introduccion

La transmision de la Toxoplasmosis ocurre cuando un animal ingiere tejido infectado, esta también puede ocurrir a
través de la ingesta de alimentos contaminados con partes de algunos animales. El gato es considerado un vector de
transmision de la enfermedad, pues en algunas pequefias islas donde no hay gatos, la prevalencia de la Toxoplasmosis
resulta ser nula. Los ooquistes liberados en las heces de gatos contaminados contaminan el ambiente, incluyendo
vegetales y otros tipos de comida lo cual lleva a que el Toxoplasma Gondii -el protozoo pardsito- se adquiera por via
oral.

3. Problema

Los autores del articulo se plantean proponer un modelo que permita entender el comportamiento dindmico global de
la Toxoplasmosis en poblaciones humanas y de gatos, para esto, desarrollan un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales, el cual consiste en un modelamiento de las interacciones entre los individuos susceptibles e
infecciosos de las dos especies, asumiendo que la transmisién horizontal de la enfermedad en humanos es solo a través
del contacto con gatos infectados, y la transmisién vertical se da tanto en gatos como en humanos.

4. Modelo matematico

En el modelo, la poblacién humana se divide en tres clases o subpoblaciones: susceptibles Sy, (t), infectados I, (t) y
controlados C},(t), y los gatos en dos clases, susceptibles S, (t) e infectados I.(t)

La transmision es modelada con una tasa de incidencia clasica, aunque puede ser modelada usando otro tipo, como
una polinémica. En cuanto a la transmisién vertical, en los humanos es asumida con probabilidad 1. En la poblacién
de gatos es asumido que, un gato nacido de otro infectado tiene una probabilidad p. de no estar infectado. Ademas,
asumen que tanto la poblacién de gatos como de humanos es constante, lo cual es razonable en algunos contextos donde
los nacimientos estdn aproximadamente balanceados con las muertes naturales y por cortos periodos de tiempo.
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El modelo se desarrolla bajo las siguientes hipétesis:

1. La poblacién total de humanos Ny, () esté dividida en tres subpoblaciones

a) Susceptibles Sy, (t): humanos que pueden ser infectados
b) Infectados I, (t): humanos infectados con el pardsito Toxoplasma Gondii
¢) Controlados C},(t): humanos que han sido tratados por la Toxoplasmosis.

2. La poblacién total de gatos N.(t) estd dividida en dos subpoblaciones:

a) Susceptibles S.(t): gatos que pueden ser infectados
b) Infectados I.(t): gatos infectados con e parésito Toxoplasma Gondii

3. Un humano susceptible puede ser infectado a través de un contacto efectivo directo o indirecto con un gato
infectado, y transitar a la subpoblacién infectada I}, (¢). Un humano infectado transita a la subpoblacién
controlada C,(t) a una tasa -y

4. Un gato susceptible puede ser infectado a través de un contacto efectivo con un gato infectado y transitar a la
subpoblacién infectada I..(¢). Un gato nunca se recupera de la infeccién

5. Se asume que tanto la tasa de nacimientos de gatos como de humanos son iguales a sus tasas naturales de
muerte. Por lo tanto, se asume un tamafio de poblacién constante.

6. Todos los miembros de las subpoblaciones susceptibles Sy, (t) y S.(t) tienen la misma probabilidad de ser
infectados

7. La transmision vertical es asumida en la poblacién humana, pero en la poblacidn de gatos se asume que
ocurre con una probabilidad de [1 — p.] donde P, es la probabilidad de que un gato susceptible nazca de uno
infectado.

La poblacioén total de humanos se denota como

Nu(t) = Su(t) + In(t) + Ca(t)

Y la poblacién total de gatos se denota como

No(t) = Se(t) + In(t)

Por tanto, bajo las hipdtesis anteriormente expuestas, el modelo dindmico de la Toxoplasmosis para las poblaciones
humana y gatuna esta dado analiticamente por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden no lineales:

. Ic
Sh(t) = unCh — BhShFC

) I,
In(t) = Bhshﬁc -1

Ch(t) = vIn, — unCh (D
) I.

SC(t) = predcpe — Bcscﬁc

I.(t) = .S EE
C - C CNC l’I’C CpC

5. Analisis de estabilidad del modelo

Los autores analizan dindmicamente el modelo para investigar la existencia y estabilidad de su equilibrio asociado. Este
andlisis permite estudiar diferentes escenarios acerca de la propagacién de la Toxoplasmosis en la poblacién humana
causada por el contacto directo o indirecto con gatos infectados.
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5.1. Modelo a escala

Los autores definen las siguientes razones para escalar las poblaciones del modelo:

- 34
()= JIV};((tt)>
270~ 3
A0 = N
B0 = 505

0= 3
X(t) = Sn(t)Np(t) = Su(t)Np (1)

Ni (1)
Ya que el tamafio de la poblacién es constante, N, 1 (t) = 0 por tanto:

_ Sn(t)Nn(t)

X0 =780

Reemplazando Sy, (t) y simplificando se obtiene:

[1nCh — BrSh ]
Ni(t)

X(t) =

Sustituyendo Z(t), X (t) y B(t) por sus equivalencias correspondientes, se obtiene finalmente:

X(t) = unZ(t) = BrX () B(1)

2)

3)

4)

Ya que las poblaciones totales de gatos y humanos han sido normalizadas a la unidad, se obtienen también las siguientes

ecuaciones:
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Por tanto, el nuevo sistema simplificado de ecuaciones diferenciales queda de la siguiente manera:

X (1) = pun(1 = X(8) = Y (1) — Bu X (£)(1 — A(t))
Y(t) = BuX(1)(1— A(t) — 7Y (1) 5)
A(t) = pepe(1 = A(1)) = BA) (1 = A(1))

5.2. Puntos de equilibrio del modelo

Se denotan como (X*,Y*, A*) los puntos de equilibrio del sistema, i.e. los estados estacionarios donde X (t) = 0,
Y (t) =0 A(t) = 0 para todo ¢ > t. Por tanto, de la dltima ecuacién de refE5 se obtiene:

pepe(1 = A(t)) — BA(t) (1 — A(t)) =0 ©)
(:ucpc - BCA(t))(]‘ - A(t)) =0
Asi que se obtienen dos puntos de equilibrio:
Al =1 @)
HePe
A ="—= €))
2T B
Si se remplaza[7]en[6] se obtiene:
BRX(8)(1 — 1) — 7Y (£) = 0 ©)
Yr=0 (10)
Y de la primera ecuacién de 3] se obtiene:
jn(1 = X () = 0) = B X (£)(1 = 1) = 0 (11)
Xi=1 (12)

Por lo tanto, se obtiene el punto libre de enfermedad como (X7, Yy, Z7) = (1,0, 1). Recibe este nombre pues Y=0, y
Y representa la proporcidn de personas infectadas, asi que I=0

Por otro lado, si se toma la primer ecuacién de E], se obtiene
_ B XT(1-AY)

Yy (13)
’ 2!
que remplazando en la primera ecuacién de[3]
* 12284
X5 = ” (14)
L i+ Bl = A5 (un +7)
lo cual significa que Y5" es
1— A%
vy = e - 5) i (15)
Yo + Brpn(l — A3) + Bpy(1 — A3)
Por lo tanto, se obtiene el punto endémico con coordenadas (X3, Ys", A%)
5.3. Anilisis de estabilidad
A continuacion se calcula el Jacobiano del sistemaevaluado en (X*,Y™*, A*), y se obtiene la siguiente matriz:
—pth = Bu(L = A*)  —pp BrnX*
J(X* Y™ AY) = An(l — AY) — —BnX” (16)
0 0 —HecPe — Be + Q/BCA*
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5.3.1. Punto libre de enfermedad (X7, Y7, Z;)

En ausencia de infeccién ({5, = 0) el modelo descrito portiene el punto libre de enfermedad F; = (X7,Y7", AY) y
evaluando el Jacobiano J(F}") se obtiene:

—[h  —lh Bh
JUFY)=1 0 — —Bn (17)
O 0 Bc - :ucpc

La estabilidad del punto de equilibrio F;* se determina por medio de los valores propios de J (F;"). El punto de equilibrio
libre de enfermedad F es localmente asint6ticamente estable si la parte real de todos los valores propios es negativa.

A continuacién se muestran las instrucciones en Matlab usadas para calcular los valores propios de J(F}):

(%]

syms mu_h beta_h gama beta_c mu_c p_c
JF1 = [-mu_h —mu_h beta_h;0 —gama —beta_h;0 O beta_c—mu_cx*p_c]
eig (JF1)

Listing 1: Obtenci6n de valores propios para J(F;)

Los valores propios de J(Fj') calculados con Matlab son:

-
—Hh (18)
Be — HePe
Por tanto, todos son negativos si
Be < fhepe (19)
Por consiguiente, si se define
R, = Be <1 (20)
HePe

el punto libre de enfermedad F} es localmente asintéticamente estable para R,<1 e inestable para R, > 1

5.3.2. Punto endémico (X3,Y," Z3)

En presencia de infeccién (I, # 0) se obtiene el siguiente Jacobiano J(F35) con E3 = (X3,Y5, A3):

L —n %
JE) = |~y — L —y =2 1)
0 0 M
donde:
1
H = ypn + (un +7)Bn(1 = )
1
K = ppBr(l — =)
Ro . 22)
L= —MHh — ﬁh(l - R70)
28.
M=- cPc — Pe
pePe — Be + R,

A continuacién se muestran las instrucciones en Matlab usadas para calcular los valores propios de J(E3)




W
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syms L HM
JE2 = [L —mu_h (—beta_hx*gama)/H;—mu_h—-L —gama (—beta_hxgama)/H; 0 0 M]
eig (JE2)

Listing 2: Obtenci6n de valores propios para J(FE3)
Los valores propios de J(E3) calculados con Matlab son:

M
%—%—(L2+2*L*7+4*L*uh+72+4*M%)%/2 , (23)
56 — McDPe
dichos valores propios son \; = M y los otros dos valores A2, A3 son las soluciones del polinomio

A= XL —=7) + pn(pn — L) — Ly =0 (24)

Ahora, la ecuaciéntiene soluciones negativas si L — v < 0y pp(pup — L) — Ly > 0. De hecho, usando

1
v+ L=y pn— b (1—R> <0,

yaque Ry > 1,y

h [uh+uh+5h <1R10>} + {Mthﬂh <1;O>]7
Be

Por lo tanto, si Ry = L.p,» entonces se concluye que el punto endémico es estable asintdticamente.

6. Simulaciones numéricas del modelo

En esta seccion el articulo simula diferentes escenarios con el objetivo de observar el efecto que algunos pardmetros
relevantes tienen sobre las dindmicas de la toxoplasmosis en poblaciones de humanos y gatos. Esto es importante desde
un punto de vista epidemiolégico pues permite obtener las mejores estrategias para abordar la enfermedad.

Los primeros dos escenarios son computados para verificar la consistencia dindmica entre los resultados teéricos
expuestos anteriormente y las simulaciones numércias del modelo. Un escenario es el punto libre de enfermedad R, < 1
y el otro es el punto endémico R, > 1

Otro escenario es simulado variando el pardmetro de transmision vertical entre gatos p. Esta simulacién numérica
permite observar el efecto de este pardmetro en las dindmicas de la transmision de la toxoplasmosis en poblaciones de
gatos y humanos.

Para las simulaciones numéricas se tomé como condicién inicial los siguientes valores:
X(0) =0,5253,Y(0) = 0,47y A.(0) = 0,45

Es decir, el 52.53 % de la poblacién de humanos es susceptible de contraer la enfermedad, el 47 % de los humanos esta
infectado y el 45 % de la poblacién de los gatos también es susceptible de contraer la enfermedad.

Estos datos fueron tomados de estudios realizados en Chile, Colombia, especialistas en zootecnia y otros articulos de
Toxoplasmosis

| Pardmetro [ Valores |

Lh 0.233

Bn 0.0206
Lbe 0.066

De 0.01

Y 0.000232

Cuadro 1: Parametros del modelo
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donde
~v: tasa a la que los humanos infectados I}, (¢) transitan a los humanos controlados C,(t)

P.: probabilidad de que un gato susceptible nazca de uno infectado
e, Be: parametros de la tasa de nacimiento de gatos

14y, Br: parametros de la tasa de nacimientos de humanos

6.1. Punto libre de enfermedad

Se supone un valor para . tal que Ry < 1, como era de esperarse de los resultados tedricos anteriormente mostrados,
el sistema se aproxima al punto de equilibrio libre de enfermedad es (X7, Y7, Z7) = (1,0, 1).

Disease free point

Humanos susceptibles

Humanos infectados
===== Galos susceptibles
= -l
10 15
x10*
Endemic Point
T e e P ] e e g e
— Humanos susceptibles
- = = = Humanos infeclados
/ e Galos susceptibles
05
0 — t f
o 5 10 15
x10°
High vertical transmission in cat population
1p T T
Humanos susceptibles
= = = Humanos infeclados
----- Gatos susceptibles
0.5
i
1]
"\. I I
0
o 5 10 15

%104

Figura 1: Diferencia dindmica de la subpoblacién, con . = 0,00066, v = 0,000232 y Ry = 0,909. (X7,Y*, Z7) =
(1,0,1)

Figura 2: Diferencia dinamica de la subpoblacién, con 3. = 0,0008, v+ = 0,000232 y Ry, = 1,2121.
(X7,Y7, ZF) =(0.0603, 0.9386, 0.825)

Figura 3: Diferencia dindmica de la subpoblacién, con 5. = 0,0008, v = 0,000232, p. = 0,0001 y Ry = 121,21.
(X3,Y:, Z)=(0.0112, 0.9878, 0.00825)

Aqui se supone un valor para (. tal que Ry > 1, y como se esperaba, el sistema se aproxima al punto de equilibrio
(X*,Y*, Z*) = (0,0602,0,9388, 0,8246).

En el caso en el cual 5. = 0,0008 y p. = 0,0001 el sistema se aproxima al punto de equilibrio endémico
(X*,Y*, Z*) = (0,0112,0,9878,0,00825). Se resalta que en este punto se tienen mds gatos y humanos infecta-
dos en estado estacionario, lo cual era de esperarse, dado que la alta transmision vertical implica por un lado facil
transmision de la enfermedad entre generaciones de gatos y por el otro como hay més gatos infectados, mayor sera la
trasmision a los humanos.

7. Conclusiones

El paper estudia la estabilidad de los estados estacionarios del sistema y encuentra que el nimero basico de reproduccién
R, controla completamente las dindmicas de la infeccién. Este pardmetro debe ser considerado como una medida de la
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capacidad de los gatos para trasmitir Toxoplasmosis. En el paper se prueba que R, es un valor limite que determina
completamente las dindmicas globales y el resultado de la enfermedad. Si el pardmetro umbral R,<1, entonces la
solucién converge al punto de equilibro libre de enfermedad. Por el contrario, si R,>1 la convergencia es al punto de
equilibrio endémico.
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8. Apéndice

%8IR model for endemic diseases
JdDisease free point
9Model parameters
muh=0.233;
betah=0.0206;
muc=0.066;
pc=0.01;
gama=0.000232;
betac=0.00060;

JZinitial Values

X0=0.5253; 9%%lumanos susceptibles
Y0=0.47; 9Humanos infectados
A0=0.45; J%Gatos susceptibles
X1=[X0;Y0;A0];

SIRendemic_rhs = @(t,Xt)

[muhx(1—-Xt(1)—Xt(2))—betah*Xt(1)*x(1—-Xt(3)); ...
betah*Xt(1)*(1—Xt(3))—gamaxXt(2); muckpcx(1—Xt(3))—betac*xXt(3)*x(1-Xt(3))];
T=150000; % os para la simulacion

[time ,X]=o0de45(SIRendemic_rhs ,[0,T],X1);

subplot(3,1,1);

plot (time ,X(:,1),’r—", ’LineWidth’ ,2)

hold on

plot (time ,X(:,2),’g—"’, "LineWidth’ ,2)

plot(time ,X(:,3),’k—.", *LineWidth’ ,2)

title (" Disease free point’)

legend ("Humanos susceptibles’, Humanos infectados’,  Gatos susceptibles’)

9€Endemic point
betac=0.0008;
SIRendemic_rhs = @(t,Xt) ...

[muh*(1—=Xt(1)—Xt(2))—betah*xXt(1)*x(1-Xt(3)); ...
betah*«Xt(1)*(1—-Xt(3))—gama*xXt(2); muckpcx*x(1—Xt(3))—betac*xXt(3)*x(1—-Xt(3))];
[time ,X]=o0de45(SIRendemic_rhs ,[0,T],X1);

subplot(3,1,2);
plot(time ,X(:,1),’r—", *LineWidth’ ,2)
hold on

plot (time ,X(:,2),’g—", "LineWidth’ ,2)
plot(time ,X(:,3),’k—.", *LineWidth’ ,2)
title (’Endemic Point’)
legend ("Humanos susceptibles

s

, ’Humanos infectados’,’Gatos susceptibles’)

9High vertical transmission in cat population
betac=0.0008;

pc=0.0001;

SIRendemic_rhs = @(t,Xt)
[muh*(1—-Xt(1)—Xt(2))—betah*xXt(1)*x(1—-Xt(3)); ...
betah*Xt(1)*(1—Xt(3))—gamaxXt(2); muckpcx(1—Xt(3))—betac*xXt(3)*x(1-Xt(3)) ];
[time ,X]=o0de45(SIRendemic_rhs ,[0,T],X1);

subplot(3,1,3);

plot(time ,X(:,1),’r—", “LineWidth’ ,2)

hold on

plot(time ,X(:,2),’g—’, ’LineWidth’ ,2)

plot(time ,X(:,3),’k—.", "LineWidth’ ,2)

title (*High vertical transmission in cat population’)

legend ("Humanos susceptibles’, Humanos infectados’,’ Gatos susceptibles’)

Listing 3: Programacién para la solucién de las ecuaciones del sistema simplificado
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