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0.1 Punto 5.1.1, b.

Use the finite difference formula (5.3) with step sizes h = .1, .01, and .001 to approximate the
derivative u’(1) of the following funcion u(x). ¿Cómo se reduce el error cuando h decrece?

La función es:
u(x) =

1

1 + x2

La fórmula de diferencias finitas a la que hace referencia el ejercicio es la aproximación de primer
orden a la primera derivada de u(x):

u′(x) ≈ u(x+ h)− u(x)

h

[54]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

#Graficamos u(x)
x = np.arange(-2,2,0.1)
y = 1/(1+x**2)
plt.plot(x,y)
plt.grid(True)
plt.xlabel('x')
plt.ylabel('u(x)')

print('Graficamos u(x)')

Graficamos u(x)
[54]:
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La derivada de la función es:

u′(x) = − 2x

(1 + x2)2

[42]: #Graficamos u'(x)
yprima = -2*x/(1+x**2)**2
plt.plot(x,yprima)
plt.grid(True)
plt.xlabel('x')
plt.ylabel('u\'(x)')
print('Graficamos u\'(x)')

Graficamos u'(x)
[42]:
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[8]: #El valor exacto de la derivada en x = 1, u'(1) es:
y_1 = -2*1/(1+1**2)**2
print ('El valor de la derivada en x = 1 es: u\'(1)',y_1)

El valor de la derivada en x = 1 es: u'(1) -0.5

El valor de la derivada para x = 1 usando la aproximación por diferencias finitas
de primer orden es:

u′(1) ≈ u(1 + h)− u(1)

h

Ahora procedemos a evaluar la aproximación por diferencias finitas de primer
orden usando valores para h = 0.1, 0.01 y 0.001.

Para h = 0.1:
u′(1) ≈ u(1 + 0.1)− u(1)

0.1

u′(1) ≈
1

1+(1+0.1)2
− 1

1+12

0.1

[14]: #Lo cual da como resultado
y_1_h1aprox = (1/(1+(1+0.1)**2)-1/(1+1**2))/0.1
error1 = np.abs(y_1_h1aprox - y_1)
print('Lo cual da como resultado: u\'(1) = ', y_1_h1aprox)
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print('El valor del error con h = 0.1 es ', error1)

Lo cual da como resultado: u'(1) = -0.4751131221719457
El valor del error con h = 0.1 es 0.02488687782805432

Para h = 0.01:
u′(1) ≈ u(1 + 0.01)− u(1)

0.01

u′(1) ≈
1

1+(1+0.01)2
− 1

1+12

0.01

[16]: #Lo cual da como resultado
y_1_h01aprox = (1/(1+(1+0.01)**2)-1/(1+1**2))/0.01
error2 = np.abs(y_1_h01aprox - y_1)
print('Lo cual da como resultado: u\'(1) = ', y_1_h01aprox)
print('El valor del error con h = 0.01 es ', error2)

Lo cual da como resultado: u'(1) = -0.49750012375625596
El valor del error con h = 0.01 es 0.002499876243744037

Para h = 0.001:
u′(1) ≈ u(1 + 0.001)− u(1)

0.001

u′(1) ≈
1

1+(1+0.001)2
− 1

1+12

0.001

[18]: #Lo cual da como resultado
y_1_h001aprox = (1/(1+(1+0.001)**2)-1/(1+1**2))/0.001
error3 = np.abs(y_1_h001aprox - y_1)
print('Lo cual da como resultado: u\'(1) = ', y_1_h001aprox)
print('El valor del error con h = 0.001 es ', error3)

Lo cual da como resultado: u'(1) = -0.4997500001248656
El valor del error con h = 0.001 es 0.00024999987513441013

0.1.1 El error se reduce en la misma proporción que la reducción de h, lo cual confirma
que se trata de una aproximación de primer orden.

[43]: listah = [0.1,0.01,0.001]
listaerror = [error1, error2, error3]
plt.grid(True)
plt.loglog(listah,listaerror,'o-')
plt.xlabel('h')
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plt.ylabel('error')

[43]: Text(0, 0.5, 'error')

[43]:

A continuación presento una tabla resumen con el valor del tamaño de paso y el
valor del error

h (tamaño de paso) Error

0.1 0.02488687782805432
0.01 0.002499876243744037
0.001 0.00024999987513441013

0.2 Punto 5.1.2, b.

Repeat Exercise 5.1.1 using the centered difference formula (5.6). Compare
your approximations with those in the previous exercise --- are the values in
accordance with the claimed orders of accuracy?

La fórmula a la que hacen referencia es la aproximación de segundo orden a la
primera derivada, la cual es una fórmula de diferencias centrada:

u′(x) ≈ u(x+ h)− u(x− h)

2h

El valor de la derivada para x = 1 usando la aproximación por diferencias finitas
de segundo orden es:
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u′(1) ≈ u(1 + h)− u(1− h)

2h

0.2.1 Para h = 0.1

u′(1) ≈ u(1 + 0.1)− u(1− 0.1)

2 ∗ 0.1

u′(1) ≈
1

1+(1+0.1)2
− 1

1+(1−0.1)2

2 ∗ 0.1

[30]: #Lo cual da como resultado
y_1d_h1aprox = (1/(1+(1+0.1)**2)-1/(1+(1-0.1)**2))/(2*0.1)
error1d = np.abs(y_1d_h1aprox - y_1)
print('Lo cual da como resultado: u\'(1) = ', y_1d_h1aprox)
print('El valor del error con h = 0.1 es ', error1d)

Lo cual da como resultado: u'(1) = -0.49998750031249234
El valor del error con h = 0.1 es 1.2499687507661061e-05

0.2.2 Para h = 0.01

u′(1) ≈ u(1 + 0.01)− u(1− 0.01)

2 ∗ 0.01

u′(1) ≈
1

1+(1+0.01)2
− 1

1+(1−0.01)2

2 ∗ 0.01

[31]: #Lo cual da como resultado
y_1d_h01aprox = (1/(1+(1+0.01)**2)-1/(1+(1-0.01)**2))/(2*0.01)
error2d = np.abs(y_1d_h01aprox - y_1)
print('Lo cual da como resultado: u\'(1) = ', y_1d_h01aprox)
print('El valor del error con h = 0.01 es ', error2d)

Lo cual da como resultado: u'(1) = -0.4999999987500059
El valor del error con h = 0.01 es 1.2499941082211308e-09

0.2.3 Para h = 0.001

u′(1) ≈ u(1 + 0.001)− u(1− 0.001)

2 ∗ 0.001

u′(1) ≈
1

1+(1+0.001)2
− 1

1+(1−0.001)2

2 ∗ 0.001
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[32]: #Lo cual da como resultado
y_1d_h001aprox = (1/(1+(1+0.001)**2)-1/(1+(1-0.001)**2))/(2*0.001)
error3d = np.abs(y_1d_h001aprox - y_1)
print('Lo cual da como resultado: u\'(1) = ', y_1d_h001aprox)
print('El valor del error con h = 0.001 es ', error3d)

Lo cual da como resultado: u'(1) = -0.49999999999986167
El valor del error con h = 0.001 es 1.383337888682945e-13

0.3 Se ve claramente que la precisión del resultado es mucho mayor con tamaños
de paso pequeños, en comparación con la aproximación de primer orden.
En ese mismo orden de ideas, el error se está reduciendo en un factor de
orden de magnitud de 10^-4 por cada reducción de 1/10 del tamaño de
paso. Sin embargo, de acuerdo a lo explicado en el libro, debería reducirse
en un factor de 10^-2, lo cual me hace preguntar a qué se debe esto.

[44]: listaerror2 = [error1d, error2d, error3d]
plt.loglog(listah,listaerror2,'o-')
plt.grid(True)
plt.xlabel('h')
plt.ylabel('error')

[44]: Text(0, 0.5, 'error')

[44]:

A continuación presento una tabla resumen con el valor del tamaño de paso y el
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valor del error

h (tamaño de paso) Error

0.1 1.2499687507661061e-05
0.01 1.2499941082211308e-09
0.001 1.383337888682945e-13

0.4 Punto 5.1.3, b.

Approximate the second derivative u' '(1) of the functions in Exercise 5.1.1
using the finite difference formula (5.5) with h = .1, .01, and .001. Discuss
the accuracy of your approximations.

La fórmula de diferencias finitas a la que hacen referencia es la aproximación de
segundo orden a la segunda derivada, llamada aproximación centrada de diferencias
finitas, la cual es:

u′′(x) ≈ u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

h2

La segunda derivada de la función u(x) que estamos analizando, es:

u′′(x) =
6x2 − 2

(1 + x2)3

[40]: #Graficamos u''(x)
y2prima = (6*x**2-2)/(1+x**2)**3
plt.plot(x,y2prima)
plt.grid(True)
plt.xlabel('x')
plt.ylabel('u\'\'(x)')
print('Graficamos u\'\'(x)')

Graficamos u''(x)
[40]:

8



[46]: #El valor exacto de la derivada en x = 1, u''(1) es:
y2prima_1 = (6*1**2-2)/(1+1**2)**3
print ('El valor de la segunda derivada en x = 1 es: u\'\'(1)',y2prima_1)

El valor de la segunda derivada en x = 1 es: u''(1) 0.5

El valor de la segunda derivada para x = 1 usando la aproximación centrada de
diferencias finitas (aproximación de segundo orden a la segunda derivada) es:

u′′(1) ≈ u(1 + h)− 2u(1) + u(1− h)

h2

0.4.1 Para h = 0.1

u′′(1) ≈ u(1 + 0.1)− 2u(1) + u(1− 0.1)

0.12

u′′(1) ≈
1

1+(1+0.1)2
− 2

1+12
+ 1

1+(1−0.1)2

0.12

[48]: #Lo cual da como resultado
y2prima_1_h1aprox = (1/(1+(1+0.1)**2)-2/(1+1**2)+1/(1+(1-0.1)**2))/(0.1**2)
error1_2prima = np.abs(y2prima_1_h1aprox - y2prima_1)
print('Lo cual da como resultado: u\'\'(1) = ', y2prima_1_h1aprox)
print('El valor del error con h = 0.1 es ', error1_2prima)
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Lo cual da como resultado: u''(1) = 0.49748756281092754
El valor del error con h = 0.1 es 0.0025124371890724584

0.4.2 Para h = 0.01

u′′(1) ≈ u(1 + 0.01)− 2u(1) + u(1− 0.01)

0.012

u′′(1) ≈
1

1+(1+0.01)2
− 2

1+12
+ 1

1+(1−0.01)2

0.012

[52]: #Lo cual da como resultado
y2prima_1_h01aprox = (1/(1+(1+0.01)**2)-2/(1+1**2)+1/(1+(1-0.01)**2))/(0.01**2)
error2_2prima = np.abs(y2prima_1_h01aprox - y2prima_1)
print('Lo cual da como resultado: u\'\'(1) = ', y2prima_1_h01aprox)
print('El valor del error con h = 0.01 es ', error2_2prima)

Lo cual da como resultado: u''(1) = 0.49997499874998574
El valor del error con h = 0.01 es 2.5001250014256016e-05

0.4.3 Para h = 0.001

u′′(1) ≈ u(1 + 0.001)− 2u(1) + u(1− 0.001)

0.0012

u′′(1) ≈
1

1+(1+0.001)2
− 2

1+12
+ 1

1+(1−0.001)2

0.0012

[51]: #Lo cual da como resultado
y2prima_1_h001aprox = (1/(1+(1+0.001)**2)-2/(1+1**2)+1/(1+(1-0.001)**2))/(0.
↪→001**2)

error3_2prima = np.abs(y2prima_1_h001aprox - y2prima_1)
print('Lo cual da como resultado: u\'\'(1) = ', y2prima_1_h001aprox)
print('El valor del error con h = 0.001 es ', error3_2prima)

Lo cual da como resultado: u''(1) = 0.49999974993664154
El valor del error con h = 0.001 es 2.500633584645584e-07

[53]: listaerror3 = [error1_2prima, error2_2prima, error3_2prima]
plt.loglog(listah,listaerror3,'o-')
plt.grid(True)
plt.xlabel('h')
plt.ylabel('error')

[53]: Text(0, 0.5, 'error')

[53]:

10



0.5 Se observa que por cada reducción de 1/10 en el tamaño de paso, el error se
reduce en 1/100, tal como se esperaría al ser una aproximación de segundo
orden

A continuación presento una tabla resumen con el valor del tamaño de paso y el
valor del error

h (tamaño de paso) Error

0.1 0.0025124371890724584
0.01 2.5001250014256016e-05
0.001 2.500633584645584e-07

[0]:
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